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RESUMEN

En este trabajo se estudia la distribucion de potencia electromagnética en el interior de
un recinto metalico con una apertura sobre la que incide una onda monocromatica plana
desde el exterior. Se utiliza el método de reemplazar a la apertura como fuente de los cam-
pos eléctrico y magnético calculando las correspondientes corrientes eléctrica y magnética;
este método analitico conduce directamente a potenciales vectoriales de los que se obtiene los
campos eléctrico y magnético, y luego el promedio temporal del vector de Poynting que pro-
duce un “mapa” de la distribucion de potencia electromagnética en el interior del recinto. La
“apertura radiante” se modela por una guia de ondas rectangular a fin de lograr consistencia
con las condiciones de contorno apropiadas. Las expresiones analiticas obtenidas se evalian
numéricamente para obtener dicho mapa asi como para verificar los resultados conocidos del
limite de longitud de onda pequena y de longitud de onda comparable al tamarfio de la aper-
tura. Asimismo se verifica el resultado para la condicién trivial de una apertura de dimen-
siones nulas (jaula de Faraday). Los resultados generales de este trabajo son satisfactorios y
permiten su verificaciéon experimental.

Descriptores: electromagnetismo clasico aplicado — propagacion de ondas electromagnéticas
— guias de onda

Cédigo(s) PACS: 41.20.q, 41.20.Jb, 84.40.Az

ABSTRACT

We study the distribution of electromagnetic power within a metallic enclosure when ex-
posed to a monochromatic plane wave that passes through a slit located on the enclosure. We
use the method of replacing the slit with a source of electric and magnetic fields and calcu-
late the corresponding currents. This analytical method yields the vector potentials and the
fields, and thereafter we calculate the time-average of the Poynting vector, which allows to
draw a “map” of the electromagnetic power within the enclosure. The model for the “radiant
slit” is a rectangular wave guide so that the appropriate boundary conditions are satisfied.
The analytical expressions produced by this work are evaluated numerically to obtain the
“map”, as well as to verify the known limiting cases of small wavelength and a wavelength
comparable in size to the slit dimensions. When the slit has a null size we obtain the Faraday
cage effect, as expected. The general results of this work are satisfactory and allow for their
experimental verification.

Subject headings: applied classical electromagnetism — electromagnetic wave propagation
— waveguides

1. INTRODUCCION liza blindajes metalicos para proteger dicho equipo.
El caso ideal es el conocido como “Jaula de Faraday”,
que anula la componente eléctrica del campo en el in-
terior del recinto por lo que la potencia correspondi-
ente es cero. Cuando existen aperturas en el recinto
tevaristomamani@gmail.com la onda electromagnética penetra en su interior y
ttdiegosanjinescastedo@gmail.com puede afectar al equipo electréonico. Este es el motivo

Cualquier equipo electronico que se encuentra en
un ambiente electromagnético esta sujeto a pertur-
baciones de diferente naturaleza. Usualmente se uti-
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que inspira este trabajo pues se investigara como se
distribuye la potencia electromagnética adentro del
recinto por causa de las aperturas.

Existen modelos analiticos (ver, por ejemplo, Ali
et al. 2005) y numéricos (Cerri & Primiani 1992)
para calcular la efectividad de un blindaje. El re-
sultado presentado por Bethe (Bethe 1944) para un
pequeio agujero afirma que la eficiencia del blindaje
se vera notablemente reducida. Su solucion sélo se
aplica a geometrias simples (McDonald 1985) para
formas mas complejas de aperturas se necesitan
técnicas numéricas (Arvas & Harrington 1983). Un
método analitico simple acude a un modelo de lineas
de transmision donde el recinto en forma de caja
rectangular se considera como una guia de ondas
(Robinson et al. 1996 y Dawson et al. 1998). Asi, el
voltaje y corriente en un punto dado del circuito de
la linea de transmisién equivalen al campo eléctrico
y magnético respectivamente en ese punto.

Las formulaciones analiticas coinciden razonable-
mente bien con las simulaciones numéricas en el
calculo de la eficiencia de un blindaje. Se puede men-
cionar: el método de elementos finitos, el método de
dominio-tiempo de diferencias finitas, el método de
los momentos (Kimmel & Singer 1995 y Wallyn &
Zutter 2001), el método de la linea de transmision,
y métodos hibridos. Asimismo existen paquetes com-
putacionales para calcular la eficiencia de un blin-
daje, por ejemplo Emap5'.

En este trabajo se utiliza la teoria electro-
magnética (ecuaciones de Maxwell) para la deter-
minacion de los campos eléctrico y magnético en
funcién de sus correspondientes potenciales vecto-
riales. Se utiliza asimismo el método de momentos
junto al método de Galerkin a fin de acoplar los cam-
pos eléctrico y magnético y garantizar su continuidad
en la apertura. Aunque el método general utilizado
en este trabajo permite modelar un recinto metalico
de cualquier forma y con un nudmero arbitrario
de aperturas, por razones de simplicidad conside-
raremos sélo el modelo elemental de un recinto en
forma de un paralelepipedo recto con una apertura
rectangular, pues éste conserva las caracteristicas
que seran esenciales en el tratamiento de un pro-
blema mas general. En lo que respecta a la onda
electromagnética incidente, se considerara una onda
plana que tiene una direccién y orientacién arbi-
trarias, asi como cualquier frecuencia. En la seccion
2 se describe el modelo del paralelepipedo recto (atin
con varias aperturas) y se propone la aproximacion
de tratar a la apertura rectangular como si fuera una
guia de ondas. En la seccion 3 se desarrolla de ma-
nera concisa la relacion fundamental entre los poten-
ciales vectoriales eléctrico y magnético y los campos
correspondientes. La seccion 4, que es el nucleo de
este trabajo, comprende el desarrollo analitico de las
expresiones para los campos con las que se calculara
la potencia electromagnética promedio en el interior
del recinto. En la seccion 5 se reporta los resulta-
dos de aplicar numéricamente las expresiones calcu-

I Disponible en http://www.emclab.umr.edu/emap5/

FI1G. 1.— Geometria de un recinto metalico (paralelepipedo
recto) con aperturas rectangulares

ladas en la seccién 4 a los casos de incidencia nor-
mal e incidencia oblicua de la onda electromagnética
sobre la apertura del recinto. En la seccion 6 se
describe un procedimiento heuristico para simular
numéricamente el problema central de este trabajo
y asi disponer de otro método para confirmar, hasta
donde lo permitirian las aproximaciones supuestas,
las predicciones fisicas anunciadas en los resultados.

2. FORMULACION Y MODELADO DEL PROBLEMA

Considere un recinto metalico en forma de un pa-
ralelepipedo recto con aperturas rectangulares ubi-
cadas en la cara frontal donde incide una onda elec-
tromagnética plana y monocromatica. El problema
consiste de la determinacién de los campos eléctrico
(E) y magnético (H), y de aqui calcular la dis-
tribucién de potencia electromagnética (S « E x
H) en dicho recinto. La onda puede incidir desde
cualquier direccion y tener cualquier orientacion es-
pacial.

En las ecuaciones de Maxwell los campos (E y H)
se relacionan con las cargas y corrientes eléctricas
(p y J), pero no existen los equivalentes de car-
gas y corrientes magnéticas de conduccion (p,, y
M). Las ecuaciones permiten explicar la totalidad de
los fenémenos de radiacion, pero en algunos casos,
como el de las antenas de apertura, conviene susti-
tuir los campos eléctricos y magnéticos por fuentes
equivalentes (ver, por ejemplo, Collin 1980). La in-
troduccién del concepto de corriente magnética sim-
plifica los calculos, como por ejemplo en las espiras
donde el problema del hilo eléctrico circular podria
estudiarse como una corriente magnética perpendi-
cular a la superficie que contiene a la espira.

En la Figura 1, la onda incidente plana induce
campos eléctricos sélo en las aperturas, pero se a-
nulan en las demas regiones del metal. Se utilizara
entonces el modelo de aproximacién propuesto por
Ali (Ali et al. 2005) para los campos eléctricos en las
aperturas como si éstas fueran guias de onda rectan-
gulares.

3. ASPECTOS PRELIMINARES:DETERMINACION DE LOS
CAMPOS USANDO POTENCIALES VECTORIALES
Las fuentes de radiacién pueden ser de dos tipos:
vector densidad de corriente eléctrica (.J) y vector
densidad de corriente magnética (M). Algunos prob-
lemas que involucran corrientes eléctricas pueden
ser proyectados en forma equivalente a problemas



44 E. MAMANI & D. SANJINES

Fuentes Determinacién de campos Campos
-~ — — | o
o i H,E
I, M (Integracion dificil) ’
\ 7
N\ //
\% §
e §/
r\\z/‘ C{Jv//
%, \?% g/ 5
5 \% S/&
2\ % 5 /8§
%‘ \% 3/
£/ 8
2. \%, s/ 8
o\ % NS
.\ ' /cz;
2\ % &/Q
5 /
\& /
\ /
\ /
\| Potenciales |/
N - - /
A, F

F1G. 2.— Relacion entre los potenciales vectoriales magnético y
eléctrico (A y F) para determinar los correspondientes campos (H
y E) en funcién de las fuentes magnética y eléctrica (J y M).

que involucran corrientes magnéticas como afirma
Collin (Collin 1980; el uso de corrientes magnéticas
es simplemente una herramienta matematica,
aunque tales corrientes no existan). La figura 2
muestra los caminos por los cuales pueden tratarse
los problemas electromagnéticos que involucran
campos de radiacién. La fuente J produce el poten-
cial vectorial magnético (4) y la fuente M produce el
potencial vectorial electrico (F).

Dentro de la aproximacién de ondas planas y
monocromaticas, se puede proponer como solucién de
las ecuaciones de Maxwell (Jackson 1996):

Bt

E — Eoe_i( »F—wt)7

F—wt)

1)
é = goe_i( “ 5

Bt}

de tal forma que dichas ecuaciones se reescriben
como:

V-D=p,
vg:pma

L . (2)
VxH=J+wD,

VxE=—wB-M.

Recordemos que el uso de los potenciales en la de-
terminacion de los campos permite aplicar el prin-
cipio de superposicion, es decir, los campos totales

(E JH ) en algun punto especifico resultan de la suma
de los campos debidos a las corrientes eléctricas

(Ea,H,) y los campos debidos a las corrientes
magnéticas (Er, Hp):

b= Ba B 3
H=H,+ Hy,
donde E, y H, resultan del potencial vectorial
magnético A (que se obtiene de las fuentes eléctricas
Jy p)y Ep y Hp resultan del potencial vectorial
eléctrico F (que se obtiene de las fuentes magnéticas
My p).

JF),MF

%

X

F1G. 3.— Potenciales vectoriales magnético y eléctrico (A y F)
generados por las fuentes magnética y electrica (J y M) dis-
tribuidas en la regién finita V.

Si se combina las ecuaciones de Maxwell (2) para
el caso eléctrico (F = M = 0, p,, = 0) y para el
caso magnético (A = J =0, p = 0), y ademas se uti-
liza el calibre de Lorentz (ver, por ejemplo, Jackson
1996), se obtiene las ecuaciones de onda vectoriales
inhomogéneas de Helmholtz:

V2A + k2 A = —pd,
2 23 7 (4)
V2F + K2F = —elM,

cuyas soluciones tienen la forma usual (ver, por ejem-
plo, Khan et al. 2005):
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la region de integracion correspondiente se indica en
la figura 3.

4. DESARROLLO DEL MODELO

En una guia de ondas rectangular de dimensiones
L x W las componentes del campo eléctrico transver-
sal estan dadas por (ver, por ejemplo, Wangsness
1994):

E, = FEy; cos(mgx) sen(%),
E, = Ey, sen(mmc) cos(%)7 (6)

E,=0.

Por lo tanto, el campo eléctrico en las aperturas se
expresara en forma similar al de una guia de ondas
rectangular, cuyas amplitudes deberan ser determi-
nadas de acuerdo a las condiciones de contorno del
problema original. Asi, después de trasladar el ori-
gen del sistema de coordenadas (z,y) al centro de la
apertura (z..,y.-) como se muestra en la figura 4, se
obtiene el campo eléctrico en la apertura:
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Fi1G. 4.— Coordenadas del centro de la r - ésima apertura y de
un punto arbitrario de la apertura.

Plano z=0

" REGION Il |b

r-ésima apertura

REGION |

Fi1G. 5.— Corte lateral (en z = 0) del recinto metalico cuyo inte-
rior es la REGION II y cuyo exterior es la REGION I; se aprecia
las componentes eléctrica y magnética de la onda incidente plana
sobre la r - ésima apertura.

BFA = Z{Z Vipq cos[i—t(% +x— :Ccr)}

T pg
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Weo 2 %)
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qm r N
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donde: U,pq, Vipg son las amplitudes de los p,qg—
ésimos modos correspondientes a la r—ésima aper-
tura (diferente de cero en las aperturas y cero en
otro lugar); L,,W, son el largo y ancho de la r—
ésima apertura; R es el namero total de aperturas
¥ (Zer, Yer) s la coordenada del centro de la r— ésima
apertura.

Usando el teorema de equivalencia (Apéndice A) se
puede reemplazar los campos en las aperturas dados
en (7) por las siguientes corrientes magnéticas equi-
valentes:

MA=px EA=—kx EA
= —/% X Z Z [’AL ‘/rpqq)rpqy +j UT;DZI\IJTZD‘II]

T DP.g

o > 8
= Z [Z Urpqq/rpqz —-J ‘/qu(I)Tqu} ( )

7,D,q

= Z[g Ua¥as _5 Vaq)ay}a
donde « es la triada de indices (r, p, ¢) que se suman
y:

pr L, qm W,

Voo = sen[— (5 + = aer)] cos[ 7 (57 +y = ver)],
L, W,
b,y = cos[]zj(? +x— UCcr)] sen[l(j; (7 +ty-— ycr)]a

9

tal que U,,V, # 0 si (x,y) € aperturay U,,V, =
0 si (z,y) ¢ apertura (donde “apertura”es la region
definida en términos de L, y W, en la figura 4).

El problema de determinar el campo electro-
magnético para un recinto rectangular con aperturas
puede ser dividido en dos regiones: region I (z < 0)
que es la region externa al recinto donde se tiene
el campo incidente (todas las cantidades con su-
perindice “i”) y el campo reflejado (todas las canti-
dades con superindice “r”) y por otra parte la region
II(0 < z < ¢) que es la region interna al recinto donde
se tiene el campo transmitido (todas las cantidades
sin superindices). Esto se muestra en la figura 5 en
una vista lateral.

El problema en el interior del recinto es si-
milar al de una cavidad resonante rectangular
que es irradiada por varias fuentes de corrientes
magnéticas equivalentes. El problema externo con-
siste de fuentes de corrientes magnéticas equiva-
lentes situadas en el plano z = 0 que se supone in-
finito; los valores de las amplitudes U, , V, son de-
terminados por el acoplamiento de las ecuaciones en
las regiones I y II.

4.1. Campo electromagnético afuera del recinto

El campo electromagnético afuera del recinto se
obtiene a través de la superposiciéon del campo inci-
dente y del campo debido a la radiacion en las aper-
turas.

A continuacion se calculara el campo electro-
magnético debido a una onda incidente plana para
cualquier angulo de incidencia y orientacién. Supon-
dremos que una onda plana armoénica irradia el
recinto como se muestra en la figura 6.

El campo magnético incidente puede ser escrito
como:

7

Al = (H}O + Hig)e iR, (10)

cuyas componentes cartesianas son:
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(a)

r

(b)

F1G. 6.— Representacion tridimensional de la figura 5; en este
caso se especifica los angulos 0% y ¢¢ de la direccién de inciden-
cia de la onda plana (grafico a) y sus correspondientes vectores
unitarios 6% y ¢! (grafico b).

. . . . . . . T =
H! = H'(cos af cos 0’ cos ¢' — sen oy sen ¢ )e K" 7
i i . i iy, —ik -7
H, = H'(cos ag cos 0; sen ¢; + sen ag cos ¢')e ,
H! = —H'cos oy sen e "7,
(11)

donde: ko es el nimero de onda (con k¢ = kok' ), ¢'

Fr— dkdk, et
r 471'2/ ik,

7ikz
Fr=— 42/dkdk 0

i(kwm-l—kyy)Z/dsei(kzgg/-i-kyy/)[]a\pam

y 0° son los angulos de incidencia, y of es el angulo
de orientacién. Las expresiones en (11) se obtuvieron
haciendo una transformacion simple de coordenadas
esféricas a cartesianas. Para calcular la radiacion del
campo debido a las aperturas (campo reflejado), con-
sidérese la apertura situada sobre el plano z = 0; el
campo debido a la corriente magnética M se puede
obtener a partir del potencial vectorial eléctrico F"
como se afirma en (Jackson 1996) y en (Khan et al.
2005):

Br(h) = —1v x B,
€

L . 1 . (12)
H"(M,) = —iw(F" + pV(V o FM)),
0
donde F" esta dado por:
L e _ e—ikolP=7"|
F'=— /2Mrﬁd87 (13)
47 |7 — 7|

con ds = da'dy’ el area infinitesimal de la apertura;
el factor 2 se debe al reflejo de la densidad de co-
rriente magnética tanto externa (z < 0) como in-
terna (0 < z < c¢); (ver, por ejemplo, Balanis 1985
cap. 12) y (Chalmer et al. 1978) recordemos que en la
derivacion de las ecuaciones para el campo electro-
magnético no se consideré fronteras o contornos, por
lo que se supuso que el plano z = 0 es infinito, lo que
para fines de nuestro problema es una buena aproxi-
macién (Sewell et al. 1998) y (Gardner & Costache
1995).

A fin de resolver la integral en (13), aplicaremos la
transformada de Fourier:

71]{20‘7" 7 e k= |z—2'|
dkydky —————
|F 2m/ / ok,

—iky (y— y)

(14)

> efzk (z—a’

que se sustituye en (13), junto con k§ = k2 + k. + k2
(ko es el numero de onda en el espacio hbre) A51 las
componentes cartesianas de F" en (13) son:

(15)

‘e—i(kzz+kyy) Z/dsei(kzz’Jrkyy,)Va@ay.
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Bl = ﬁ A / dkydkye =121 g o e~ Rerthyy)
E; — 4—71722Ua/dk dk, e tk=|2 Iw —i( manrlcyu)
B=—1y zaj / dk ke~ *=1 (Va%y’fz ]‘: Ua‘”azky)ei(kmkym,
H = _4;522 Z/dkmdkye—ikz|z|e—i(kmm+kyy) [anm (kgk_zkg) B a%y( )]’ (16)
e T oo (55) o ()
H = —#gzg Z/dkzdkye*ikzlzl (—keUntaz + ky Vaay e~ et thu),

Estas expresiones en (16) se obtuvieron utilizando
las ecuaciones (12) que dan los campos en funcion del
potencial vectorial eléctrico (15). Ademas en (16) se
utiliz6 el resultado de las transformadas de Fourier:

¢ay(kz,ky) = \/\dS‘I)O(yeik’“z/Jriky?Jl7
17
Yoz (kz, ky) = /dsqjazeikmm +ikyy'

En el apéndice B se muestra el calculo completo.

4.2. Campo electromagnético adentro del recinto

Las corrientes magnéticas equivalentes sobre las
aperturas irradian campos electromagnéticos aden-
tro del recinto, por lo que el campo en algin punto
interior se obtiene por la superposicién de los campos
debidos a cada fuente de corriente magnética equi-
valente. De este modo el campo debido a la r—ésima
apertura tendra la forma de las ecuaciones (12). Sin
embargo, el potencial vectorial eléctrico que aparece
en estas ecuaciones satisface la ecuacién de onda in-
homogénea correspondiente a la segunda ecuacion
en (4):

(18)

donde se supuso una variacién temporal de los cam-
pos de la forma arménica e**. Si G(x,y, z,2',y', 2') es

V2F 4 2F — el

la funcién de Green para el interior del recinto, en-
tonces la solucion F' de (18) se puede escribir como

ﬁ:/dI/dy/dz/G('rvyaZax/vy/vz/)MT(I/ay/az/)' (19)

Utilizando el procedimiento usual para resolver
ecuaciones diferenciales inhomogéneas con el
método de la funcién de Green, se obtiene las
componentes del potencial vectorial eléctrico:

6OEOWLEOn «

Z krabsen(k;c) cos(ki (2 = c))
X sen(mwx) cos(%ﬂaﬁ,m
€0€0mE (20)
FY = Z 0€0m€0n Vo cos(kr(z —¢))

krabsen(k;c)

X cos(mmc) sen(%)]ag,y,

donde « = (r,p,q) y 8 = (m,n) son los conjuntos de

indices que se suman.

Utilizando las ecuaciones (12) y derivando parcial-
mente las componentes en x y en y del potencial vec-
torial eléctrico dados en (20), se tienen las compo-
nentes del campo eléctrico y magnético:
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EZ=0
x Eom on mmnx nm
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EY =0
. mMegmeEon mmnx nmy
EY = T Z T son klc) cos(kr(z — ¢)) sen(T) sen(T)Iagyy
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H* = aT——————~ (k — |\ ) k - 7 Ia x
x aka k[ Sen(kjc) 0 ( a ) COS( I(Z C)) Sen( ) COS( b ) B, (21)
s lweom? MN€omeon mnr,  nwy
Hy = a2b2kZ Z “krsen(krc) cos(kr (= — c)) cos( )ben(T)Io‘ﬁ’z
Z(.UEOTF TMEYEQMEOn mmnx nmy
HE = 2207 N 7, 00 o (ke (= — N g
z a2bk2 k; Sen(k[C) Sen( 1(2 C)) COS( ) COS( b ) B,
iwegm? MNeomeon _ mTx nmwy
Hz = a2b2k2 Z “krsen(krc) cos(kr(z = c)) ben(T) COS(T)IM’ZJ
zweo €omEon 2 nm.2 mmx nmy
HY = —om€on_ (k Sy ) k(s — "N I,
V7 T abkg = krsen(kro) \ (7)) costha(z = )y cos(Z=) sen (=) Lo
Z(.UEOTF n€0m60n ™ nmy
HY = ab2k2 Z T sen(hrc) sen(krc) sen(kr(z — ¢)) cos( ) OS(T)Iag,y
Hasta el momento pareceria que las soluciones en  aperturas ubicadas en el plano z = 0, se tiene:
las diferentes regiones del recinto (afuera y adentro)
son distintas. Sin embargo, para tener una solucién H LHT s HY (23)
Unica del campo electromagnético en todo el espacio Fl= *lz=0 Fle=o ~*li=0
se debe satisfacer condiciones de continuidad sobre
las superficies comunes (en este caso z = 0). Asi, H ~Hl = Emr| amy (24)
las componentes tangenciales de los campos eléctrico Yle=0 Y=o Yle=o Y=

y magnético deben ser continuas en las aperturas
para producir las ecuaciones integrales acopladas
con las amplitudes de las corrientes magnéticas como
incégnitas (Beck & Cockrell 2005). Estas ecuaciones
que se obtienen en combinacion con el método de mo-
mentos (ver, por ejemplo, Fernandez 2004 y Zozaya
2008) se pueden resolver para dichas amplitudes,
como se detalla a continuacion.

4.3. Condiciones de continuidad

El campo magnético total dentro de la cavidad se

escribe como:
H, = H” + HY,
. (22)
H, = H? + HY.

Utilizando la continuidad del campo magnético tan-
gencial (Goudos & Samaras 2000) a través de las

Estas ecuaciones se obtuvieron suponiendo que sobre
el recinto incide una onda plana desde z = —oco. U-
sando las componentes del campo magnético en (16)
junto con (21), y seleccionando a ¥,/ , para (23) y
—®&,/, para (24) como funciones de prueba, se aplica
el método de Galerkin (ver, por ejemplo, Andrade
1982) para reducir las ecuaciones (23) y (24):

L= Z(U Ty Y””y,),

[e3%

I, (25)

yve

I, = v (26)

> (v

(e

+VY2),

donde:
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ademas se pueden escribir las siguientes integrales
(sobre la apertura) cuyo calculo y resultados se mues-
tran en los apéndices By C:

I, = / dsH! W oy,
I, = - / dsHi Dy,
waw :/dslljameikww+ikyya

Pay = /dsq)@yeikxmﬂkyy’
ma(z' + Ter) nr(y’ + Yer)
(T) COS(T%

(mw(gc a—i— xcr)) Sen(mr(y b—i— Yer) )

Io/ﬁ,z = /dS\I/a/I sen

Iypgy = /dstba/y cos
(28)

5. RESULTADOS

El resultado que corresponde al caso mas sencillo
es el de una onda electromagnética plana que incide
de forma normal a la superficie metalica donde esta
la apertura. Otro resultado que se reporta es el del
caso general de incidencia oblicua para cualquier di-
reccién del vector k¢ en la figura 5. En ambos ca-
sos se calcula la distribucién de la potencia prome-
diada en el tiempo en el interior del recinto. Para
efectos de la validacion de las expresiones obtenidas
en este trabajo, se tomé los limites de una longitud

Weo
21.2
4m2kg

)2) cos(krc)logylasy +
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kg — k3
( 2_ (%)2) COS(]CIC)I@’B@Iaﬁ@—i_ wzk2 /dk dkyzpamwam( Okz I),

i [ kbt (52)

(27)

/ dkodkyasdl, (kzky )

/ dkzdkycbamz/y(kg,; kg)

Weo

42k}

de onda muy pequena y, por otra parte, de un recinto
muy grande comparados con el tamarfio de la aper-
tura. En estos dos casos los resultados coinciden con
aquellos reportados en los textos (ver, por ejemplo,
Hecht & Zajac 2003). Las simulaciones muestran las
regiones mas expuestas a los efectos de la interferen-
cia y de aqui se interpretan los resultados obtenidos
por este método. Vale la pena notar que el patron de
distribucién de potencia sufre un corte abrupto (i.e.,
potencia nula) en la direccion transversal al plano de
la apertura, lo que sugiere una analogia con el caso
de longitud de onda pequefia; sin embargo, adentro
de este “rayo” difractado se puede notar una dis-
tribucién de potencia que no es intuitivamente pre-
decible. Este efecto de corte es una consecuencia di-
recta de las condiciones de contorno para el recinto
metalico.

5.1. Caso de incidencia normal

Consideremos la incidencia normal de una onda
plana sobre una apertura simple ubicada en el plano
z = 0; el campo magnético de esta onda esta orien-
tado a lo largo del eje z (cf. figura 5). En este caso en
la ecuacion (26) I, = 0. El célculo de I?,, definida
en (28) da como resultado (trasladando el orlgen del
sistema de referencia al centro de la apertura):

I, = H.L. W, (1 —cosp'n)/p'T (29)

paraq =0y I, = 0paraq#0.
El célculo de Y77 definida en (27) para el modo
fundamental (« = ¢/ = (1,1,0)) da como resultado:

€0€0mEon T 2 weo " kQ—ki

Y6110 = Z k]obeon k:olc ( kg — (7) )COS(kIC)Ifloﬁ,m + m/dkzdkyl/fllozwuom (OT), (30)
donde
) 2H! LW
Ie = Hioe = 7:1_ ; (31)
mL/k 2
¥ mw*w:{ Y senkW?coskmL2}, (32)
110 110 (71_/2)2 _ (kmL/2)2 ( Y / ) ( / )



50

4Lba?

nm?(a? —m?2L?) sen(mmz/a

Liog,z =

En forma analoga de (27) se obtiene: Y%, =
Y0110 = Yii%110 = 0. Luego, las soluciones para las
amplitudes son: Ui1o = {19,/ Y5110, Va0 = 0. En-
tonces, las componentes del campo electromagnético

en el interior del recinto son:

E. MAMANI & D. SANJINES

) cos(mmL/2a) sen(nwW/2b) cos(nmyc/b). (33)
[
H,=H+HY, H,=H"+HY, H,=H+HY.
(35)

Para el caso del modo fundamental, las compo-

nentes eléctrica y magnética con superindice “y” son

E,=E;+FE) E,=FE;+FE) E.=FE+FE/ proporcionales a V119 = 0 y por lo tanto se anulan.
‘ ‘ Reescribiendo explicitamente dichas componentes se
(34)  tiene:
|
E,=0,
U110 Z omn_ o (k1(z — ¢)) sen(mmz/a) cos(nmy/b) 1102
sen(krc) ’
U m€on,
E, = ;[1)(2)77 Z k?:gn Elsjc cos(k(z — ¢)) sen(mmz/a) sen(nmy/b) 1108z,
) U m n
H, = Zw;zkgllo Z kjeboenEZ:[c ( k2 (mw/a)Q) cos(ky(z — ¢)) sen(mmz/a) cos(nmy/b) 1108z (36)
I iweom2Us10 Z MNEYMEon Cos(k ( ) co ( / ) . ( /b)]
= z—C S\ /a)sen\nm T
Y a?b?k? krsen(krc) ! > > /o) t05
) U m n
H. = zw;gzkguo Z k:nbﬁeon ZOIC sen(kr(z — ¢)) cos(mmz/a) cos(nmy/b) 1108
[
Finalmente, el vector de Poynting dentro del recinto  apertura y |§ | = 0 si (z,y) & apertura, lo que se

sera:

S=ExH=(BE,H,—E.H,)i+FE.H,j—E,H,k, (37)
donde |S] = V'S - §*, con S* el conjugado del vector

de Poynting.

A continuacion se realiza la simulacién numérica
para un caso especifico que corresponde al recinto
metalico descrito en la figura 6: una onda plana in-
cide perpendicularmente sobre la cara z = 0 con

una unica apertura rectangular (ki paralelo al eje
z). La frecuencia de la onda es 850 MHz. El campo
magnético tiene magnitud 0.124 A/m y esta orien-
tado a lo largo del eje x. El recinto metalico rectan-
gular tiene 30 cm de ancho, 12 cm de altura y 30 cm
de profundidad. La apertura tiene 10 cm de ancho
y 0.5 cm de altura y su centro coincide con el cen-
tro de la cara. En la figura 7 se muestra el resultado
de la simulacién para la distribucion de la potencia
electromagnética en el interior del recinto. La grafica
muestra las curvas de nivel de la magnitud del vec-
tor de Poynting |§ | en el plano 2z a una altura y = 6
cm.

Noétese que de acuerdo a las condiciones de (8), los

valores de U, y V, implican que |§| # 0si (z,y) €

traduce en un corte abrupto en la potencia elec-
tromagnética afuera de la region proyectada por la
apertura hacia el interior del recinto. Adentro de esta
region hay una distribucién de potencia que no es ho-
mogénea y que disminuye de manera no-monétona,
cuyos valores numéricos fueron calculados seguin los
resultados analiticos de este trabajo. En la figura 8
se eliminé la condicién de borde metalico de (8) y al
mismo tiempo se hizo tender a infinito el tamario del
recinto (altura y ancho). Si se mantiene constante el
tamario de la apertura y se varia la longitud de onda
de la radiacién hacia valores cada vez mas pequerios,
se recupera los resultados conocidos para patrones
de difraccion (ver, por ejemplo, Hecht & Zajac 2003).
En la figura 8a se observa el caso del patron de
difraccion para una radiacién incidente con longitud
de onda A = 0.35L, obteniéndose el patrén conocido
cuando \ y L son similares. En los casos de las fi-
guras 8b, 8¢, y 8d se tiene que \/L es igual a 0.01,
0.001, 0.0001 respectivamente. Como se puede ver
en los casos (b), (¢) y (c) de la figura 8, a medida que
la longitud de onda decrece, el patron de difraccion
tiende a aproximarse a la forma de la apertura. En la
seccion 7 (CONCLUSIONES) se especifica los valores
numéricos correspondientes a este caso.
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F1G. 7.— Distribucién de potencia electromagnética en el interior del recinto metalico descrito en (a). El recinto tiene 30 cm de ancho,
30 cm de profundidad y 13 cm de altura; la apertura tiene 10 cm de ancho y 0.5 cm de altura. La onda electromagnética incidente esta
orientada a lo largo del eje x y tiene una longitud de onda A=35 cm. En el grafico (b) se muestra esta distribucion correspondiente al
plano sombreado en el grafico (a); las regiones claras corresponden a una mayor potencia de la radiacién y las regiones oscuras a una
menor potencia. Se puede notar en (b) que la distribucion de potencia esta definida en una regién rectangular que es la proyeccién de
la apertura hacia el interior del recinto; esto ocurre debido a la condicién de borde de la apertura consistente con el modelo de guia de
onda. Un aspecto relevante de esta distribucién es que la disminucién de potencia hacia el interior del recinto no es monétona.
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5.2. Caso de incidencia oblicua

Para este caso, en el cual la onda electromagnética
plana puede incidir con cualquier angulo de inciden-

cia y orientacién, las ecuaciones para Irpgz;, ¥ Lrpgy;»
en coordinacion con el apéndice C, se reducen a:

AmH' (cos ag cos 0 cos ¢ — sen ag sen ¢*) cos (koL /2 sen 6" cos ¢' ) sen (koW /2 sen 6 sen ¢*)

)
IllOz -

—ikg sen 0* (cos ¢imc +sen ¢iyc)
)

X e

I{ 1o, = 0.

Por lo tanto, todos los resultados de la seccién an-
terior se pueden utilizar ya que son independientes
de los angulos de incidencia y de orientacion; se debe
tomar en cuenta la ecuacion (38) para las amplitudes
Ut1o.

De (36) y (38) puede observarse que la distribucién
del campo electromagnético depende de los angulos
de incidencia ¢?, ¢’ y del angulo de orientacién oy
del campo eléctrico. Podemos entonces calcular a con-
tinuacion la potencia promedio del campo electro-
magnético para todos los angulos de incidencia den-
tro de la semiesfera que abarca 2 = 27 stereorra-

dianes, i.e.,
27 3
Q:/ dgb/ dfsenf = 2;
0 0

asi, para una funcién f arbitraria, el promedio sobre
dicha semiesfera es

(39)

1 27 /2
(f)y = = / d¢/ d9sen0f(0,¢).  (40)
Q Jo 0
La potencia promedio (S) es proporcional a (U7;,)
pues ¢*, 6" y o sélo aparecen en U1 en (36); Asi, ya
que Uy19 o I, con la dependencia angular indicada
en (38), entonces:

1 27 /2 ) )
(S) o (Uf) = 4—2/ dgbl/ df’ sen 6
7T7r 0 0 (41)

2
X / dagU3, (0%, ¢, ap).
0

Utilizando los resultados anteriores a un caso es-
pecifico con las caracteristicas mostradas en la figura
9, puede observarse una distribuciéon de potencia
electromagnética en las region proyectada desde la
apertura hacia el interior del recinto; afuera de esta
regién la potencia es nula.

En general, la distribuciéon de potencia electro-
magnética depende de los dngulos de incidencia
(0%, ¢") y de orientacién (), tal como se desprende

de las ecuaciones (37) y (38) donde |S| « I?,,,. En la

figura 10 se muestra el resultado para |S| vs. (67, ¢'),
confirmando que la potencia es alta para una inci-
dencia normal a la superficie con la apertura.

Lkg sen 0" sen ¢ ((mr/L)? — (ko sen 67 cos ¢*)?)

(38)

6. UN PROCEDIMIENTO HEURISTICO PARA LA
SIMULACION NUMERICA DEL PROBLEMA

Si bien en este trabajo se desarrollé un estudio
analitico del problema en cuestion, éste también
podria simularse numéricamente de manera aproxi-
mada. Esta simulacién permitiria una verificacion
directa del efecto de “corte abrupto” de la dis-
tribucién de potencia en el interior del recinto (cf.
seccion 5 - RESULTADOS y figuras 7 y 9), como
una consecuencia de las condiciones de contorno del
recinto. A continuacién se da los pasos para un pro-
cedimiento heuristico que permita dicha simulacién
numérica:

1. Como aproximaciones fundamentales se
supone: (a) que los efectos que pueda producir
el campo magnético asi como su variacién
temporal en la distribucién de potencia son
despreciables en comparacion con los efectos
debidos al campo eléctrico; (b) que el metal
que conforma el recinto tiene conductividad
infinita y por ello los electrones se acomodan
instantaneamente para anular cualquier
campo eléctrico en el metal.

2. Se divide un periodo de la onda electro-
magnética incidente en un cierto namero N de
intervalos temporales (digamos N ~ 100) en
donde se obtendra soluciones estaticas para la
distribucién de potencia.

3. Se establece las condiciones de contorno para
el potencial eléctrico (V): V = 0 (o cualquier
otra constante) en la parte metalica del recinto,
mientras que V(z,y,z = 0) # 0 en la aper-
tura se calcula a partir del campo eléctrico ins-
tantaneo en ese lugar.

4. Se resuelve numéricamente la ecuacion de
Laplace en el interior del recinto por el método
de relajacién. Se obtiene asi V(z,y, 2) que per-
mite calcular el campo eléctrico instantaneo en
el interior del recinto.

5. Se repite el calculo para el siguiente inter-
valo temporal; s6lo varia el campo eléctrico ins-
tantaneo en la apertura.
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(D

F1G. 8.— Patrén de difraccién de la onda incidente en la figura 8. En este caso el plano en el que esta la apertura no es conductor; su
ancho y su altura son mucho mayores que el largo L de la apertura. En el grafico (a) se observa el caso del patrén de difraccién para
una radiacién incidente con longitud de onda A = 0.35L, obteniéndose el patrén conocido cuando A y L son similares. En los casos (b),
(c), y (d) se tiene que A\/L es igual a 0.01, 0.001, 0.0001 respectivamente. Puede notarse que a medida que X\ decrece con respecto a L, el
patrén de difraccion se localiza y tiende a adquirir la forma de la apertura, como debe ser (ver, por ejemplo, Hecht & Zajac 2003).

6. Después de N pasos de calculo, se obtiene
el promedio temporal de la potencia electro-
magnética en el interior del recinto correspon-
diente a un periodo de la onda incidente (enten-
diendo que sélo se esta considerando la parte
eléctrica de dicha potencia).

Este sencillo -aunque numéricamente voluminoso-
procedimiento permite prever que en el caso de un
recinto metalico, la condicién de contorno V' = 0
“obliga” a V(x,y, 2), y de aqui, al campo eléctrico y a
la potencia, a tomar valores numéricos pequerios en
las proximidades del contorno metalico, lo que puede
identificarse directamente como la causa del referido
fenémeno de “corte abrupto”. Ciertamente, cuando se
elimina la condiciéon de contorno metalico (V = 0),
se espera entonces obtener una distribucion espacial
de potencia correspondiente al caso conocido de una
apertura que funciona como un radiador efectivo de
ondas electromagnéticas en todas la direcciones, que
es lo que se observa en la figura 8.

La eventual comparaciéon entre una simulacién
numérica y los resultados analiticos de este trabajo,
permitiria saber si dicho efecto de “corte abrupto” es
un resultado del modelo rectangular de guia de on-
das o se trata de un efecto fisico mas general que
podria ocurrir para cualquier forma de apertura y de
recinto metalico. Este asunto se propone pues como

una perspectiva interesante para una préoxima inves-
tigacion.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se realiz6 una investigaciéon
analitica y numérica para hallar la distribucion
de potencia electromagnética en el interior de un
recinto metéalico, como consecuencia de la incidencia
de una onda electromagnética plana a través de una
apertura ubicada en una cara del recinto; éste es un
paralelepipedo recto cuya apertura esta ubicada en
cualquier lugar de la cara frontal (figura 6).

El método analitico que se utiliza consiste de
reemplazar las aperturas por fuentes de corrientes
magnéticas que se integran para obtener los co-
rrespondientes potenciales vectoriales eléctrico y
magnético, de donde se obtiene por diferenciacién los
campos eléctrico y magnético. La condicion de con-
torno que corresponde al recinto metalico con una
apertura rectangular se supone que se puede mo-
delar por una guia de ondas rectangular, lo que per-
mite obtener los campos eléctrico y magnético en es-
tado estacionario. De aqui se obtiene la distribucion
de potencia electromagnética requerida. Cuando el
tamario de la apertura disminuye hasta desaparecer,
se obtiene -como se espera- una potencia nula, que es
el efecto de Jaula de Faraday.
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F1G. 9.— Distribucién de potencia electromagnética en el interior del recinto metélico descrito en (a). El recinto tiene 6 m de ancho,
10 m de profundidad y 3 m de altura; la apertura tiene 1 m de ancho y 2 m de altura. La onda electromagnética incidente, a diferencia
del caso de la figura 7, incide desde todas las direcciones posibles (27 stereorradianes) hacia la apertura vertical; la longitud de onda es
A=35 cm. En el grafico (b) se muestra esta distribucién correspondiente al plano sombreado en el grafico (a); al igual que en la figura 7,
las regiones claras y oscuras corresponden a una mayor y menor potencia respectivamente. Las caracteristicas cualitativas de este caso
son las mismas que las de la figura 7, excepto que en este caso la incidencia de la radiaciéon desde todas las direcciones posibles tiene
el efecto de ser promediada y en consecuencia producir una distribucién de potencia similar a la que se obtendria si la incidencia de la

onda fuera normal.

El resultado central de este trabajo se muestra en
la figura 7, donde, como esperariamos, la potencia
es mayor cerca de la apertura y va disminuyendo
hacia el interior del recinto. Sin embargo, nétese
que de manera interesante dicha disminucién de po-
tencia no es mondtona, encontrandose regiones en
donde la potencia aumenta y luego disminuye, lo
que podria tener aplicaciones importantes en dispo-
sitivos metalicos que se usan como blindaje electro-
magnético.

A continuacién, en la figura 8 se muestra el caso
limite de una apertura que yace sobre un plano in-
finito no-conductor, es decir, se tomé el ancho y la
altura del recinto de la figura 7a mucho mayores
que el largo L de la apertura, eliminando ademas
la condicién de que este plano infinito sea metalico.
Puede notarse que a medida que A\ decrece con res-
pecto a L, el patrén de difraccion se localiza y tiende
a adquirir la forma de la apertura, como debe ser
(ver, por ejemplo, Hecht & Zajac 2003).
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F1G. 10.— Distribucién de potencia electomagnética en funcién
del angulo de incidencia y de la orientacién del campo incidente.
La dependencia de la potencia de los angulos de incidencia esta
relacionada con la expresion I ;1 0w dada en (38), que a su vez se
relaciona con |S| de acuerdo a (41). Esto es lo que se muestra en
esta figura, donde el maximo que se presenta para §° = 0 corre-
sponde a la incidencia normal, como era de esperar.

En la figura 9 se muestra la distribucién de po-
tencia electromagnética en el interior del recinto
metalico descrito en (a). El recinto tiene 6 m de an-
cho, 10 m de profundidad y 3 m de altura; la aper-
tura tiene 1 m de ancho y 2 m de altura. La onda
electromagnética incidente, a diferencia del caso de
la figura 7, incide desde todas las direcciones posi-
bles (27 stereorradianes) hacia la apertura vertical,
la longitud de onda es A\=35 cm. En el grafico (b) se
muestra esta distribuciéon correspondiente al plano
sombreado en el grafico (a); al igual que en la figura
7, las regiones claras y oscuras corresponden a una
mayor y menor potencia respectivamente. Las ca-
racteristicas cualitativas de este caso son las mismas
que las de la figura 7, excepto que en este caso la in-
cidencia de la radiacién desde todas las direcciones
posibles tiene el efecto de ser promediada y en con-
secuencia producir una distribucién de potencia si-
milar a la que se obtendria si la incidencia de la onda
fuera normal.

En general, la distribuciéon de potencia electro-
magnética en el interior del recinto varia en funciéon
del angulo de incidencia y de la orientacion del
campo incidente, sin embargo esta potencia es mayor
conforme el angulo de incidencia tiende a la normal.
La dependencia de la potencia de los angulos de inci-
dencia esta relacionada con la expresion Iﬁow’ dada

en (38), que a su vez se relaciona con | S| de acuerdo a
(41). Esto es lo que se muestra en la figura 10, donde
el maximo que se presenta para 6* = 0 corresponde a
la incidencia normal.

Senalemos finalmente que en este trabajo se ob-
tuvo el efecto de Jaula de Faraday al hacer tender
a cero el tamafio de la apertura en (21); se repro-

duce los campos correspondientes a una guia de onda
rectangular extendiendo hacia el infinito la profun-
didad del recinto metalico y haciendo que las di-
mensiones de las aperturas coincidan con las de la
cara frontal del recinto. De este modo se logra re-
producir analiticamente el campo electromagnético
de una guia de ondas rectangular. Podemos con-
cluir que el modelo propuesto en este trabajo satis-
face analiticamente las condiciones limite requeri-
das, ademas de proporcionar resultados numéricos
novedosos que pueden ser verificados experimental-
mente.
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APENDICE
A. Corrientes magnéticas equivalentes

Para establecer el método de resoluciéon de pro-
blemas de radiaciéon por medio de las corrientes
magnéticas equivalentes, veamos dos teoremas de la
teoria electromagnética que justifican este método.

Teorema de Unicidad : Dado un volumen V
encerrado por una superficie S en cuyo interior no
hay fuentes de ningtn tipo, si se conocen las compo-

nentes tangenciales en S de Eode H producidas por
las fuentes exteriores a V, entonces la solucién que se
obtenga para cualquier punto de V es tinica.

Este teorema establece las condiciones que se
deben cumplir para garantizar que la solucion a
un problema regido por las ecuaciones de Maxwell
sea unico. Esto es importante y especialmente util
en los problemas que se resuelven sin emplear las
fuentes reales y empleando en su lugar un conjunto
de corrientes equivalentes, cuyas caracteristicas
quedaran claras a continuacion cuando se enuncie el
teorema de equivalencia.

Teorema de Egquivalencia : Toda fuente (co-

rriente) originada por Eo H se puede sustituir por
otra fuente equivalente que conduzca a la misma
solucion de las ecuaciones de Maxwell en una regién
determinada.

El teorema de equivalencia se apoya en el teo-
rema de unicidad cuando establece cémo son estas
corrientes equivalentes ya que deben elegirse de
modo que se obtenga la misma soluciéon que con las
fuentes originales.

Observando la figura 1 de este apéndice y
suponiendo que las unicas fuentes presentes son las
encerradas por la superficie S, los campos eléctrico
y magnético en el exterior de S se pueden calcular a

partir de las corrientes J, o bien, por el teorema de
unicidad, si se conocen las componentes tangenciales
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F1G. 1.— Calculo del campo electromagnético cuando se tiene
una fuente encerrada por una superficie S .

:—an

.

F1G. 2.— Corrientes equivalentes en la superficie limitante del
problema.

r— ésima apertura

Fi1G. 3.— Equivalencia de las aperturas y las corrientes
magnéticas.

a S de los campos eléctrico y magnético también
sera posible obtener dicha solucién en el exterior
de S. Luego, si eliminamos las fuentes originales y
afiadimos unas nuevas, éstas deben asegurar que
se satisfagan las condiciones de contorno existentes
en S. Con este propdsito podemos escoger como
corrientes equivalentes las proporcionadas por las
condiciones de contorno generalizadas y que estan

asociadas a la existencia de una discontinuidad en el
campo eléctrico y magnetlco tangenc1al M, = —f x
(El — EQ) y J, = A x (H1 - HQ) siendo 1 el medio
externo, 2 el medio interno y # un vector unitario
que apunta a la region donde se desea obtener la
solucidén, en este caso la regién 1.

Dado que sélo estamos interesados en obtener la
solucién en el medio 1, es posible simplificar la ob-
tenciéon de las corrientes equivalentes obligando a
que el campo en la region 2 (regién interna) sea nulo.
En este caso podemos escribir las corrientes equiva-
lentes de manera mas sencilla como:

— — -

My=-ixE vy J,=uxH,.

Alternativamente, también es posible utilizar un
modelo de equivalencia en el que la regién interna
se rellena de un conductor perfecto, lo que “cortocir-
cuita” las corrientes eléctricas equivalentes.

En el primer caso de la figura 2 (de este apéndice)
las corrientes equivalentes J, y M, emiten radiacién
en el espacio libre. En el segundo caso, las co-

rrientes M, también radian en presencia de un
cuerpo metalico con superficie S. El teorema de
equivalencia asegura que eligiendo las corrientes
como se ha indicado, ambos problemas proporcionan
la misma solucion y, ademas, ésta es igual a la que
proporciona el problema original en la misma region.

Una de las aplicaciones mas comunes corresponde
al caso de superficies conductoras con aperturas. Las
condiciones de contorno en una superficie perfecta-
mente conductora son:

ixE=0 vy #@-H=0,

conii-E # 0yiix H # 0. Por ello, segiin Jackson
(Jackson 1996), al querer calcular el campo electro-
magnético, que es una integral en toda la superficie
que rodea el volumen del cuerpo conductor, conviene
extender dicha integral solamente a las aperturas en
lugar de toda la superficie. En la figura 3 (de este
apéndice) se observa un recinto metalico con aper-
turas rectangulares que se reemplazan por fuentes
de corrientes magnéticas.

B. Transformada de Fourier de ¢., y ¢ax

La integral de las ecuaciones (17) a lo largo de las aperturas da como resultado:

tkaTertikyYer koL, L —ipm L koL,
Pay (ks ky) = LyWpeterer T it gyny2 sen(fg + =) | e PTsen(fy — )
v 4 pr/2 + ker/Q pr/2 — kyLy /2
sen( =+ ky WT) e~ m sen(q27T — —ky;VT)

qr/2 + k,W, /2

qr/2 — k,W,./2 ’
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LW, etkzTertikyyer

Yoz (ko ky) =

sen( + )

ctpta)m/2
44

pr/2 + ky L, /2 p7r/2—ker/2

—iqm qr
e sen( 2 —

| ((oon( + Bt
qr /2 + k, W, /2

ky W
)
qr /2 — k, W, /2 '

C.Calculode .3, y I.s,

La integral de las ecuaciones (28) a lo largo de las aperturas da como resultado:

mm
Ing.e = nprL, <cos(pﬂ') SGH(T(%T +

<cos(qﬂ') sen(%(ycr + %

mn L,

L,
5 —1)) +sen(— ” (== 5 a:cr)))

}) + son (B (1 —yw)))

b2 — (maLeja)) (ar /W) — (i fB))
Logy = mqm*W, (cos(qﬂ') sen(%(ycr + WT)) + sen( ( - ycr)))
<COb(p7T) sen (22 (z., + %)) + sen (22X — Ter))
X

a((gm)? — (TL?TWT/b)Q)((pT{'/LT)Q - (mﬂ'/a) )

It = iH"(cos agcosf cos ¢ — sen ag sen ¢')(1 — cos(p'm)e ko sen 6 cos ¢ L, )(1 — cos(q'm)e ko sen 0" sen ¢ W, )
p 7T/L , e~ tko sen 0%(cos ¢’ x s +sen ¢piy,,.s) ko sen gt sen¢z iko sen 0% (cos ¢* L,/ +sen ¢'W,.,) /2
(p'm/L, ) — (ko sen 07 cos ¢*)? (¢'m /W, ) — (ko sen 0% sen ¢*)?2 ’
I(i,y = —iH"(cos o cos B sen ¢' + sen ag cos ¢') (1 — cos(p'm)e ™o sen 6" cos 'Ly )(1 — cos(q'm)e~Fosen 6" sen ‘z’iWT’)

q/ﬂ'/W , e~ tko sen 0% (cos ¢, +sen ¢piy,,.1) ko sen 0% cos ¢i6iko sen 8% (cos ¢ L,/ +sen o'W, ) /2
r

(p'm/Ly)” — (ko sen 6% cos ¢)2 (¢'m/Wyr)™ — (ko sen i sen ¢ )
[
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